A Teoria Econômica da Mudança Tecnológica by Albuquerque, Marcos Cintra Cavalcanti de
A Teoria Econdmica 
da Mudanga Tecnol6gica(1) 
MARCOS CINTRA CAVALCANTI DE ALBUQUERQUE 
Resumo 
Neste trabalho tenta-se examinar as im- 
plicagoes teoricas da mudanga tecnologica 
viesada dentro de uma estrutura geral, e 
em seguida, a luz do caso particular fa- 
tor-aumentativo. A analise e desenvolvida 
para fungoes de produgao a dois fatores e 
depois para o caso de "a?" fatores. Procu- 
ra-se, assim, apontar que, para o estudo 
do progresso tecnologico ha necessidade 
de separar mudanga tecnologica de per si 
de substituigao de fatores. 
Abstract 
This article is an attempt to analyse the 
O autor 4 Professor Titular da Esco/a de 
Administragao de Empresas de Sao Paulo 
da FGV. 
Traduzido por Laura Teixeira Motta, do 
original em ingles: "The Economic Theory 
of Technological Change". 
(1) Este artigo 6 uma versao ligeiramente mo- 
dificada do capi'tulo 2 de ALBUQUER- 
QUE (1985). 
theoretical implications of biased techno- 
logical change within a general frame- 
work, an then in the specialized factor-au- 
gmenting case. Two factor production 
functions are used in the analysis, but the 
main results are generalized to the n — 
factor case. The results obtained point out 
to the necessity of separating technologi- 
cal change per se from factor substitution, 
in the analysis of technological change. 
Introdugao 
Este artigo e uma tentativa de analisar 
as implicagdes teoricas da mudanga tecno- 
logica dentro de uma estrutura geral e, em 
seguida, a luz do particular caso fator-au- 
mentativo^ Fungoes de produgao a dois 
fatores sao utilizadas na analise, mas os 
resultados principais sao generalizados pa- 
ra o caso de V fatores. Procura-se ainda 
apresentar as dificuldades em se analisar a 
mudanga tecnologica devido a necessidade 
de separar mudanga tecnologica de per si 
de substituigao de fatores. 
(*) "factor-augmenting case" no original. N. 
do T. 
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A analise e feita em uma estrutura 
que leva em consideragao a mudanpa tec- 
nologica viesada, e as tres definigoes prin- 
cipals, segundo Hicks, Harrod e Solow, 
sao explicitamente derivadas e relaciona- 
das umas as outras. 
Suponhamos ser possi'vel definir uma 
rela<pao macroeconomica entre produto e 
um conjunto de insumos — a fungao de 
produgao agregada(2). Tal funpao de pro- 
du^ao, definida em estreita analogia com 
a funpao de produpao microeconomica, 
pode ser caracterizada por quatro parame- 
tros que descrevem sua "tecnologia abstra- 
ta", isto e, o parametro de eficiencia, o 
parametro de escala, o parametro de in- 
tensidade e o parametro de substitui- 
gao(3). 
Uma mudanga na "tecnologia abstrata" 
pode ser associada a uma serie de fatores, 
tais como maior possibilidade de substitui- 
pao entre fatores de produgao, economias 
(2) Definindo a fungao como F(X) onde X 6 
o vetor de insumos, F 6 uma fungao de 
produpao neocl^ssica se possuir as seguin- 
tes caracterCsticas: 
a) F 6 uma funpao contfnua do conjuntode 
todas as combinagoes nao-negativas de in- 
sumos ao conjunto de nfveis nao-negati- 
vos de produto. 
b) F possui derivadas parciais de segunda 
ordem contfnuas com relapao a todos os 
argumentos. 
c) Fj (X)> 0. 
d) F (\ X) = X F(X) para todos \ = 0 e 
todos X ^0. 
e) Quase-concavidade estrita: para qualquer 
X^ 0, X'^ 0, 0 "^X^/e para qual- 
quer C^> 0,se F(X) ^ CF(X') ^ C entao 
Ff^X + (1 X X') ^ C, com igualdade se 
X^X'. Ver BURMEISTER eta! (1970). 
(3) BROWN (1966), capCtulos 2,4. Como 
exemplo, tomemos a funpao de produ- 
gao CES (Elasticidade de Substituigao 
Constante) a dois fatores onde Y 6 pro- 
duto, K 6 capital e L 6 trabalho, / 
= 7[aX"P+ (1 -O) L' ; 76 o parame- 
tro de eficiencia, Q: 6 o parametro de 
intensidade, X 6 o parametro de escala ou 
parametro de grau de homogeneidade e p 6 
o parametro de substituigao. 
ou deseconomias de escala, melhorias em 
educapao e treinamento, deslocamentos 
intersetoriais de recursos, alteragoes orga- 
nizacionais etc. Embora algumas dessas ra- 
zoes possam estar diretamente associadas 
a mudanpas no estoque de conhecimento, 
geralmente resultantes de pesquisa e de- 
senvolvimento, outras nao o podem. Tal e 
o caso, por exemplo, do processso de trei- 
namento que nao aumenta realmente o 
estoque de conhecimento, mas pode acele- 
rar sua difusao e, consequentemente, con- 
duzir a um deslocamento da funpao de 
produpao^). 
A funpao de produpao agregada nao 
deve ser interpretada como uma relapao 
que descreve as tecnicas de produpao mais 
eficientes, mas como a representapao do 
m'vel medio das possibiiidades de produ- 
pao dispom'veis para os produtores em 
qualquer dado momento no tempo. Inter- 
pretada dessa forma, a funpao de produ- 
pao agregada nao e um elemento total- 
mente exogeno em teoria economica, de- 
pendente exclusivamente de um estoque 
de conhecimento tecnologicamente deter- 
minado, mas uma variavel endogena, de- 
terminada conjuntamente por considera- 
poes economicas e nao economicas. A 
funpao de produpao, interpretada como 
um conceito totalmentedeterminado tecno- 
logicamente, restringe suas caracten'sticas 
mais abrangentes, especialmente em um 
context© dinamico. Ja uma visao mais am- 
pla do conceito de funpao de produpao e 
compativel, por exemplo, com a teoria da 
inovapao induzida, segundo a qual a ado- 
pao de mudanpas tecnologicas depende 
dos prepos relatives dos fatores, muito 
embora, fisicamente, novas tecnicas de 
produpao possam ser conhecidas de ante- 
mao(5). 
(4) Para uma discussao acerca da maneira pe- 
la qual esses fatores influenciam a mu- 
danpa tecnolbgica, ver KENNEDY et a! 
(1972), HEERTJE (1973). 
(5) Uma visao mais ampla dos efeitos dos 
fatores econdmicos sobre a mudanga tec- 
nolbgica pode ser encontrada em 
SCHMOOKLER (1962). 
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1. Problemas na Analise da Mudan- 
ga Tecnologica 
Hicks (1932) fez uma das mais incitan- 
tes observapoes na historia da ciencia eco- 
nomica quando escreveu que 
"uma mudanqa nos pregos relatives dos 
fa to res de produgao e, eta propria, um 
incentivo a invengao, e invengao de um 
tipo especffico — voltado a economia 
do uso do fa tor que se tornou relativa- 
mente cam". 
Essa observapao Introduziu uma nova 
perspectiva no estudo da mudanpa tecno- 
logica, visto que, ate entao, os economis- 
tashaviamconsideradoaevolu(?aot6cn5ca co- 
mo fora do domfnio da economia. Foi a par- 
tir daquele momento que economistas co- 
me(param a questionar se variaveis econo- 
micas poderiam afetar a natureza da mu- 
danga tecnologica, tornando-a uma varia- 
vel endogena, e nao exogena, nos modelos 
economicos. 
Nos anos 50 e 60, a experiencia ameri- 
cana mostrou que, a despeito da acelerada 
elevagao da relagao capital-trabalho, as 
participagoes de ambos os fatores no pro- 
duto haviam permanecido constantes, o 
que, aos economistas, parecia ser uma 
contradigao. O paradox© e facilmente 
explicado supondo-se, quer uma elasticida- 
de de substituigao unitaria constante, im- 
plfcita em uma fung^o Coob-Douglas, quer 
uma fungao de produgao com elasticidade 
de substituigao menor que a unitaria jun- 
tamente com um vies poupador de traba- 
Iho grande o suficiente para compensar o 
aumento da participagao do trabalho re- 
sultante da crescente relagao capital-traba- 
lho. 
Tais afirmagoes requerem uma clara 
compreensao da teoria economica por tras 
do conceit© de mudanga tecnologica. 
Eventuais alteragoes observadas na propor- 
gao de uso dos fatores e em suas partici- 
pagoes relativas no valor da produgao de- 
vem ser decompostas em um componente 
resultante de substituigao ordinaria de fa- 
tores ao longo de uma isoquanta, e em 
um segundo componente derivado de des- 
locamentos nao-neutros, ou viesados, da 
isoquanta. Adicionalmente, como mostra- 
do em Albuquerque (1985a), e necessario 
isolar o efeito de nao homotetia dos des- 
locamentos da isoquanta, isto e, aqueles 
deslocamentos que se devem a efeitos de 
escala de produgao. 
Fellner (1971), Resek (1963) e Ken- 
drick e Sato (1963), entre outros, sugeri- 
ram e testaram importantes hipoteses so- 
bre a mudanga tecnologica sem realmente 
precisarem estimar os valores dos parame- 
tros tecnologicos. Baseados em observa- 
goes e estimativas de relagoes capital-tra- 
balho, produtividade do trabalho, pregos, 
participagoes e produtividade total dos fa- 
tores, elasticidades de substituigao e taxas 
marginais de substituigao tecnica, eles ob- 
tiveram exito em, sob certas suposigoes, 
testar hipoteses acerca do rumo do pro- 
gress© tecnologico. 
Esses estudos geralmente implicavam 
raciocmio tortuoso e dedugoes causais 
pouco intuitivas, apesar das suposigoes 
simplificadoras comumente feitas, tais co- 
mo uma fungao de produgao a dois fato- 
res e homogeneidade linear ou, como em 
Kendrick e Sato (1963), assumindo ser 
neutra a mudanga tecnologica. Supondo, 
como sugerido por Hicks (1932), que a 
mudanga tecnologica seja endogena, surge 
a questao de como variaveis economicas 
afetam as mudangas nos metodos de pro- 
dugao. 
0 interesse inicial em mudanga tecno- 
logica viesada e em modelos de inovagao 
induzida surgiu a partir de questoes de 
distribuigao de renda; basicamente, tenta- 
se prever os efeitos do inerente vies pou- 
pador de trabalho das sociedades indus- 
trializadas. 
Binswanger (1978) mostrou que a lite- 
ratura sobre inovagao induzida contem 
dois modelos basicos: o de Ahmad 
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(1966), que postula e existencia de uma 
curva de possibilidade de inovapcto, a qua! 
tem, ate agora, desafiado o tratamento 
matematico e, portanto, apresenta limita- 
das aplicapoes econometricas; e o de Ken- 
nedy (1964), que incorpora mudanpas tec- 
nologicas fator-aumentativas e supoe uma 
fronteira de possibilidade de inovapao - 
uma fronteira de trade-off entre taxas de 
increment© de capital e taxas de incre- 
mento de trabalho. Essa abordagem con- 
duziu a uma rica literatura teorica e, em- 
piricamente, requer a mensurapaoeconome- 
trica das taxas de incremento de fato- 
(*) 
res^ 
Este trabalho 6, portanto, uma tentati- 
va de obter uma compreensao da teoria 
da mudanpa tecnologica, e procura mos- 
trar a impossibilidade de determinar, si- 
multaneamente, os vieses e as elasticidades 
de substituipao de fatores, sem o auxflio 
de model os econometricos. 
Adicionalmente, a hipotese de dois fa- 
tores, em ambas as formas, geral e fator- 
aumentativas, e generalizada para o caso 
de V fatores. 
A nao ser que se usem modelos econo- 
metricos, tornam-se necessarias suposipoes 
altamente simplificadoras para formular 
afirmapoes a respeito da mudanpa tecnolo- 
gica; e a tarefa torna-se quase impossi'vel 
se houver mais dois fatores de producao, 
como mostrado no apendice 1. Isso expli- 
ca a costumeira utilizapao de formas fun- 
cionais altamente restritivas, tais como a 
de Cobb-Douglas ou a Elasticidade de 
Substituipao Constante (CES), e ressalta a 
necessidade de se derivarem formas fun- 
cionais menos restritivas e mais poderosas. 
2. A Teoria da Mudanpa Tecnolo- 
gica 
A mudanpa tecnologica, ao mvel agre- 
gado, pode ser representada por um mdi- 
(*) "factor-augmenting rates" no original. 
N. do T. 
ce que especifica os deslocamentos da 
funpao de produpao, gerando toda uma 
fami'lia dessas funpoes. 0 mdice e, ele 
proprio, uma funpao de todos os fatores 
que provocam mudanpa tecnologica, tais 
como fatores economicos, tecnologicos, 
culturais, climaticos e outros. Como uma 
simplificapao, associaremos este mdice, ao 
qual denominaremos "t" ao tempo. Essa 
interpretapao do parametro "f" supoe que 
os deslocamentos da funpao de produpao 
agregada ocorrem de maneira uniforme e 
contmua, embora devamos estar alertas 
para o fato de que, ao m'vel microecono- 
mico, a mudanpa tecnologica ocorre irre- 
gularmente, por vezes progredindo e por 
outras regredindo. 
As primeiras discussoes sobre o pro- 
gress© tecnologico procuraram avaliar o 
efeito da mecanizapao sobre o m'vel de 
emprego e, consequentemente, sobre a 
participapao do trabalho na renda gerada 
por um sistema economico. Era natural 
que tais discussoes se concentrassem em 
classificar tipos de mudanpa tecnologica 
segundo seu efeito sobre as parcelas da 
renda atribui'das aos fatores^. 
Sao tres os tipos de classificapao mais 
comuns e amplamente utilizados: os de 
Hicks (1932), Harrod (1948) e Solow 
(1962). Cada definipao diz que, para uma 
funpao de produpao a dois insumos [K e 
L), a mudanpa tecnologica e neutra se 
deixar inalteradas as participapoes dos fa- 
tores ao longo de caminhos onde a rela- 
pao capital-trabalho, a taxa de retorno do 
capital e a taxa de salaries, respectivamen- 
(6) Em geral, classificagoes do progresso tec- 
noldgico procuram medir seu impacto so- 
bre alguma vari^vel predeterminada, isto 
6, a relapao capital-produto, a taxa margi- 
nal de substituipao, participapoes dos fa- 
tores, produtividade m6dia do trabalho 
etc. Entretanto, essas variaveis nao depen- 
dem apenas da tecnologia, mas tamb6m 
de ofertas proporcionais de fatores. As- 
sim, 6 necesscirio isolar o efeito tecnolbgi- 
co, especificando um caminho particular 
ao longo do qual § medido o efeito "pu- 
ro" da mudanpa tecnologica. 
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te, sao constantes. Reciprocamente, a mu- 
danga tecnologica e definida como utiliza- 
dora de capital (o mesmo que poupadora 
de trabalho) ou utilizadora de trabalho (o 
mesmo que poupadora de capital) confor- 
me cada definigao se, respectivamente, a 
participapao do capital ou do trabalho au- 
menta. 
A neutralidade de Hicks, que requer a 
constancia das participapoes relativas ao 
longo de um caminho onde a relapao capi- 
tal-trabalho e constante, visa a analisar 
uma situapao de curto prazo quando as 
disponibilidades de capital e trabalho sao 
fixas. 
A definipao de Harrod leva em conside- 
rapao ajustamentos a longo prazo na dis- 
ponibilidade de fatores, mas impoe a res- 
tripao de uma taxa constante de retorno 
sobre o capital. Essa hipotese esta no es- 
pi'rito da visao "neo-keynesiana" segundo 
a qual os capitalistas, em economias ma- 
duras, determinam sua taxa media de lu- 
cre, que, portanto, deixa de ser uma va- 
riavel determinada exogenamente. 
Finalmente, a definipao de Solow e 
consistente com uma economia subdesen- 
volvida onde a taxa de salario, suposta- 
mente ao m'vel de subsistencia, nao pode 
ser diminui'da e nao se permite seu au- 
mento pelos conhecidos mecanismos des- 
critos pelos modelos de oferta ilimitada 
de trabalho^- 
Originalmente, as tres classificapoes de 
mudanpa tecnologica nao foram explicita- 
mente definidas em termos de participa- 
poes de fatores. A neutralidade segundo 
Hicks demandava uma taxa marginal de 
substituipao constante a uma dada relapao 
capital-trabalho de pleno emprego. Harrod 
requeria uma relapao capital-produto cons- 
tante a uma dada taxa de juros; Solow 
(7) FBI & RANIS (1965) usaram a definipao 
de Solow em sua andlise de mudanga 
tecnoldgica em economias subdesenvolvi- 
das. 
estipulava uma relapao trabalho-produto 
constante, dada uma taxa de salario fixa. 
Como Beckman e Sato (1968) demons- 
traram em sua tentativa de definir novos 
tipos de progresso tecnico, quando partici- 
papoes de fatores sao introduzidas como 
variaveis a serem consideradas invariantes 
com referencia a relapoes capital-trabalho, 
capital-produto e trabalho-produto, tais 
definipoes provaram ser coincidentes com 
as fornecidas, respectivamente, por Hicks, 
Harrod e Solow. De fato, isso pode ser 
visto de maneira bastante direta. 
Definindo F(.) como a funpao de pro- 
dupao neoclassica, TT/c como a participa- 
pao do capital e pontos como diferencia- 
pao total com relapao ao tempo, 
FKK rK 
VK = —= -y- <1) 
deve implicar que se o progresso tecnolo- 
gico e neutro na definipao de Harrod, 
entao 7f/c= 0 = tt^, uma vez que Tf/c r e 
K/Y nao sao todas independentes. (0 caso 
da neutralidade segundo Solow pode ser 
facilmente mostrado usando-se a expres- 
F i L wLy _ 
sao = _). Para o progresso tec- 
nologico nedtro segundo Hicks, a equiva- 
lencia de sua definipao original aquela em 
termos de participapoes de fatores pode 
ser mostrada como a seguir: define-se p 
= ^ e, ja que a minimizapao de custo igua- 
la p a taxa marginal de substituipao, 
TT/c _ rK , 
-WL WL'P (2) 
o que deve implicar que tf/c = 0 = ja 
que Ttyc, T^i_, p e k nao sao todas indepen- 
dentes. Expor a neutralidade de Hicks em 
termos de participapoes de fatores e con- 
veniente, no sentido de que ela estabelece 
o vies da mudanpa tecnologica no caso de 
yn' fatores atraves de uma unica medida, 
ao passo que a definipao original, formula- 
da em termos de taxas marginais de subs- 
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tituigao, conduziria a n-1 medidas do vies 
para cada fator^. 
0 Caso Geral 
Utilizando resultados obtidos por Fer- 
guson (1971) e por Diamond, Mcfadden e 
Rodriguez em Fuss et al (1978), e possi'- 
vel derivar relapoes que clarificam o papel 
do progress© tecnologico no crescimento. 
Comepando com a fungao de produgao 
usual 
lho(10>. 0 progresso tecnologico segundo 
Hicks e utilizador de capital (poupador de 
trabalho), neutro ou utilizador de traba- 
Iho (poupador de capital) dependendo de 
Usando as expressoes (5) e (6), e possf- 
vel expressar a taxa total de mudanpa dos 
produtos marginais dos fatores em termos 
da taxa das mudanpas tecnologicas, do 
vies do progresso tecnologico e das parti- 
cipagoes dos fatores^ 
Y = F(K, L, t) (3) 
define-se a taxa de progresso tecnolbgico 
»(9) como, 
7" = Ft 
t-Il 
KFKt + LFLt 
KFKt Z LFLt 
KFK + LFL 
(4) 
(5) 
Seguindo a definigao original de Hicks, 
fapa-se B representar o vies do progresso 
tecnologico. 
B = 
dlnM 
bt 
Fj^ 
9f Fk 
F
 Kt FLt 
FK FL 
(6) 
onde M denota a taxa marginal de substi- 
tuigao tecnica entre capital e traba- 
(8) O mesmo raciocrnio aplica-se defini- 
goes de mudanga tecnoldgica de Harrod e 
Solow. 
(9) Dm subscrito denota diferenciagao par- 
cial, pontos denotam derivagao total com 
relagao ao tempo e acentos circunflexos 
denotam diferenciagoes logarftmicas com 
respeito ao tempo. 
F= T+ ir/^K + = T+ + C 
f = T + irL (bf ) 
^ = T nK (b 
^ = 
(7) 
(8) 
(9) 
(10) 
onde TT/ e a participagao do fator / na 
renda total, a e a elasticidade de substitui- 
gao, o acento circunflexo denota diferen- 
ciagao logan'tmica, r e o retorno do capi- 
tal, w e a taxa de salario e S e a participa- 
gao relativa dos fatores. 
(10) Alternativamente, usando a fungao de 
produgao na forma intensiva, 
B = djjlM bjLnl fk \ fktf-fkf, 
- dr\ kfkj fkif-kfk) 
(11) Para um tratamento detalhado deste as- 
sunto, veja o apendice. Para chegarmos as 
expressoes (7) a (10), supusemos homo- 
geneidade linear e comportamento maxi- 
mizador de lucros em um mercado com- 
petitivo. A suposigao de homogeneidade 
linear for feita com propdsitos heurfsticos, 
que com isso podemos derivar O, a 
elasticidade de substituigao de fatores. Se 
F(.) nao fosse homogdnea, (7 teria que ser 
substituTda por aiguma expressao, tam- 
bdm uma fungao das mesmas varidveis 
que determinam O. a qual tambdm refleti- 
ria "substituigao de fatores" embora nao 
na forma convencional expressa pela elas- 
ticidade de substituigao. 
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FIGURA 1 
OS COMPONENTES TECNOL6GICO E FATORIAL 
DO CRESCIMENTO DO PRODUTO 
v 
f1 (k.t) 
f2 (k,t) 
Algumas conclusdes importantes 
podem ser extrai'das das relapoes acima 
derivadas, as quais evidenciam a importan- 
cia da mudarupa tecnologica na determina- 
(pao dos valores de algumas variaveis-chave 
em um sistema economico. 
A taxa de crescimento do produto po- 
de ser decomposta em duas partes distin- 
tas: a) o crescimento do produto atribuf- 
vel somente ao progress© tecnologico e 
que resulta exclusivamente de deslocamen- 
tos da funpao de produgao, e b) cresci- 
mento do produto atribui'vel a aumento 
na oferta de fatores de produgao e que 
resulta exclusivamente de movimentos ao 
longo da funpao de produpao estatica. Na 
figura 1, o primeiro dos efeitos de cresci- 
mento e representado por um movimento 
de B para C, enquanto o segundo e mos- 
trado pelo movimento de A para B. 
Como resultado da existencia desses 
dois componentes, equapoes de crescimen- 
to de prepos de fatores e a equapao de 
crescimento da participapao relativa dos 
fatores sao tambem dependentes de com- 
ponentes tecnologicos e fatoriais. De fato, 
as equapdes (8) e (9), de crescimento dos 
prepos dos fatores, sao dependentes de 
quatro variaveis diferentes, a saber: da ta- 
xa de progress© tecnologico (T), do vtes 
do progress© tecnologico (B), da taxa^de 
crescimento dos fatores de produpao (k) e 
da elasticidade de substituipao (a). As va- 
riaveis T, B e o s§o componentes tecnold- 
gicos, enquanto A- e o componente fato- 
rial. 
A partir das equapoes (8) e (9) pode-se 
ver que a taxa de progresso tecnologico T 
tern um efeito positive sobre os prepos de 
ambos os fatores, visto que ela aumenta 
seus produtos marginais. Por outro lado, 
os demais componentes do crescimento 
afetam os prepos dos fatores em diferen- 
tes direpoes. 
0 vies de Hicks (B) aumentara o cres- 
cimento da taxa de retorno do capital se o 
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progresso tecnologico for utilizador de ca- 
pital {B > 0). Inversamente, ele tender^ a 
reduzi-la se o progresso tecnologico for 
utilizador de trabalho (B < 0). Mutatis 
mutandis, B afetara o crescimeto da tax a 
de salario. Naturalmente, B nao tem efei- 
to sobre os prepos dos fatores se o pro- 
gresso tecnologico e neutro "a la" Hicks 
[B = 0). 
k 
A expressao "g nas equagoes (8) e (9) 
mostra o efeito de mudangas na intensida- 
de dos fatores "corrigidas" pela possibili- 
dade de substituigao dos fatores na produ- 
pao. A elasticidade de substituipao tanto 
pode amortecer como realpar o efeito de 
mudanpas dos fatores sobre o crescimento 
de seus prepos, dependendo de ser a = /. 
Se a > o efeito (positive ou negative) 
de mudanpas na intensidade dos fatores 
sobre seus prepos sera amortecido, ja que 
a facilidade de subtituipao entre os fa- 
tores implfcita na elasticidade de substi- 
tuipao maior que a unidade compensara 
parcialmente a influencia das mudanpas 
nas ofertas dos fatores sobre os prepos 
dos mesmos^). Se a < /, oresultado 
das fracas possibilidades de substituipao 
aumentara o efeito de mudanpas na oferta 
dos fatores sobre seus prepos. Naturalmen- 
te, $6 0=1, mudanpas nas ofertas dos fato- 
res afetam seus prepos sem qualquer inter- 
ferencia das possibilidades de substituipao 
entre os fatores. Esta claro, portanto, que 
nao se podem extrair conclusoes nao-am- 
bfguas acerca dos efeitos da mudanpa tec- 
nologica sobre a remunerapao dos fatores 
sem levar em considerapao as ofertas e a 
substituipao entre os mesmos. 
£ possi'vel, por exemplo, que uma mu- 
danpa tecnologica utilizadora de capital (B 
!>0) esteja associada a uma q^ueda na taxa 
de retorno do capital se > 7" + 7r^5; 
similarmente, uma mudanpa tecnologica 
utilizadora de trabalho (B <0) pode estar 
(12) O efeito-substituipao na teoria da produ- 
tividade 6 sempre negative. 
associada a uma elevapao da taxa de retor- 
no do capital se 7">| /-Vl 
Podemos apenas afirmar que, supondo 
k = 0 (i.e., as ofertas de fatores nao au- 
mentam, ou entao crescem em igual pro- 
porpao), uma mudanpa tecnologica utiliza- 
dora de capital sempre elevara a taxa de 
retorno do capital e diminuira a taxa de 
salaries, e que uma mudanpa tecnologica 
utilizadora de trabalho tera efeito oposto. 
Aqui, novamente, e importante salientar a 
diferenpa entre as abordagens macro e micro. 
Enquanto no curto prazo, ao m'vel macro, 
e concebfvel ser k = 0, a intensidade do 
fator k nunca e uma constante ao m'vel da 
firma individual sob suposipoes competiti- 
vas; a firma individual, na tentative de 
minimizar seus custos, sempre alterara sua 
relapao capital-trabalho como resultado de 
mudanpas nos prepos dos fatores causadas 
por progresso tecnologico viesado. 
Finalmente, a equacao (10) indica que 
a participapao do capital aumentara relati- 
vamente a do trabalho, supondo Ar =0, se 
o vies tecnologico for utilizador de capi- 
tal, e vice-versa se utilizador de trabalho. 
Se as intensidades dos fatores (k) se 
alteram, seu efeito "corrigido" (1 ■—■) k 
impede-nos de extrair quaisquer conclu- 
soes a priori acerca dos efeitos da mudan- 
pa tecnologica sobre as participapoes dos 
fatores sem levar em considerapao valores 
especi'ficos para todas as variaveis. Depen- 
dendo do valor de o, a elasticidade de 
substituipao, ate mesmo uma mudanpa 
tecnologica utilizadora de capital pode es- 
tar associada a uma queda na participapao 
relativa do capital. Seria esse o caso se, 
por exemplo, a intensidade de capital au- 
mentasse (kX)) a a substituipao do fator 
fosse difi'cil (o < 1); como resultado, a 
taxa de retorno do capital diminuiria 
(quanto menor a elasticidade de substitUi- 
(13) Supomos que T 6 nao-negativo; em 
outras palavras, nao ha retrocesso tecno- 
l6gico. 
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FIGURA 2 
PROGRESSO leCNICO VIESADO E NAO-VIESADO 
"3 
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gao, maior a intensidade da diminuigao), e 
se o vies utilizador de capital do progresso 
tecnologico nao fosse forte o suficiente para 
compensar adiminuigao ^< | (1 —) k\ ), 
a participagao relativa do capital cairia 
com relagao a do trabalho. 
Essas relagoes podem ser mostradas 
graficamente como a seguir. Inicialmente, 
o equilfbrio e obtido no ponto D, na 
figura 2, com a relagao capital-trabalho 
maximizadora de lucros dada por kj e 
pregos relativos dados pela inclinagao da 
linha KjLp Participagoes relatives dos fa- 
tores (^)f medidas em termos de unida- 
des de ^trabalho, igualam-se a ALf/OA. 
Suponhamos, agora, que dado um acres- 
cimo macroeconomico na relagao agregada 
capital-trabalho, os pregos relativos dos fa- 
tores se alterem, igualando a inclinagao da 
linha ^2^2- O novo equilfbrio deslocar-se- 
ia para o ponto G, onde as participagoes 
relativas igualariam BL2/OB (estamos su- 
pondo que nao ha progresso tecnologico, 
isto e, a isoquanta /; nao se desloca). 
A alteragao percentual na relagao capi- 
tal-trabalho pode ser identificada como 
k=ff4 ■ =— .Adicionalmente, \OA OAj OA DA 
tragando-se a linha auxiliar HLj, paralela 
a
 ^2^2' pode-se identificar a alteragao 
percentual na razao dos pregos dos fatores 
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como sendo 
- _ / EADAV ED 
P \ALi ALjI ALIDA 
sendo a elasticidade de substituicao igual 
a k/p, o= 
Neste caso particular podemos ver que, 
sendo a> / e k^> 0, a alterapao percen- 
tual nas participagoes relativas foi positi- 
va. Utilizando as propriedades dos triangu- 
los semelhantes OGL2 e OHLj, pode-se 
observar que, de fato, as participapoes fe- 
lativas aumentaram de AL1 para 
_BL2 OA ^ 
OB 
Obviamente, ocorreria o oposto se a 
elasticidade de substituigao fosse menor 
que a unidade. 
Pode-se observar, tambem, que se a 
elasticidade de substitui9ao tivesse sido 
igual a unidade (situapao em que a relagao 
capital-trabalho k2 teria passado para o 
ponto £, o qual teria coincidido com o 
ponto F), as participapoes relativas 
nao se teriam alterado, uma vez que o 
ponto B' teria coincidido com o ponto A. 
Os mesmos resultados seriam verdadeiros 
se a isoquanta // houvesse se deslocado 
paralelamente, ou seja, se o progresso tec- 
nico tivesse sido o neutro, segundo Hicks. 
Isso pode ser visto facilmente ja que, por 
definipao, a neutralidade implica que, ao 
longo de qualquer relaqao capital-trabalho, 
os prepos relatives de fatores devem ser 
constantes, caso contrario as participagoes 
dos fatores nao terao sido constantes e as 
condigoes de neutralidade segundo Hicks 
nao terao sido satisfeitas. 
Isso e simplesmente a representagao 
grafica do fenomeno express© na equagao 
(10), pelo fato de o valor do vies (£) 
segundo Hicks, ser igual a zero tanto no 
caso de progresso tecnico inexistente co- 
mo no caso de progresso tecnico neutro. 
Suponhamos agora que o progresso tec- 
nico tivesse sido utilizador de capital, isto 
> (7 na equagao (10). Supondo que 
os pregos relatives de fatores determina- 
dos macroeconomicamente se deslocassem 
do indicado pela inclinagao de KjLj para 
o dado pela inclinagao de K2L2, e que 
o valor da elasticidade de substituicao 
permanecesse o mesmo, isto e, igual a ^5, 
entao o efeito final sobre as participa- 
goes relativas seria composto de duas par- 
tes. A primeira e o deslocamento, dado 
o =£n , da relacao inicial de para 
BLo B'Ll ' 0A 
-qq- = qqt-, devido inteiramente a mudan- 
ga nos pregos relatives dos fatores. A se- 
gunda parte e formada pelo deslocamento 
viesado da isoquanta // para 12. representa- 
do por um movimento do ponto G para 0 
ponto M, onde a isoquanta I2 e tangente a 
uma linha (nao tragada) paralela a K2L2. 
O movimento de G para M pode ser 
adicionalmente decomposto em duas par- 
tes. De G para M' o movimento e devido 
ao efeito da mudanga tecnica viesada an- 
tes que substituigoes de fatores se verifi- 
quem. Em equih'brio, a eficiencia na pro- 
dugao requereria, em M', que o prego do 
capital aumentasse com relagao as taxas 
de salaries se a relagao capital-trabalho k2 
tivesse que ser mantida. Como vimos, en- 
tretanto, ao m'vel microeconomico, e a 
relagao capital-trabalho que se ajustara, e 
nao os pregos relatives dos fatores. Assim, 
a relagao capital-trabalho e adicionalmente 
aumentada para k2, para que os pregos 
relatives de fatores se mantenham compa- 
ti'veis com a eficiencia na produgao no 
ponto M. O segundo movimento, portan- 
to, e um efeito-substituigao de fator, de 
M' para M, podendo-se mostrar que este, 
a dados pregos de fatores, aumenta ainda 
mais a participagao do capital com relagao 
a do trabalho. 
Em resume, a participagao relativa dos 
fatores mostrou o seguinte movimento: no 
ponto D ela era igual a ; no ponto G 
. R'l * OA 
aumentou para ^ y e, finalmente no 
ponto M tornou-se 
As expressoes (7) a (10) derivadas an- 
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teriormente podem tambem ajudar a elu- 
cidar o relacionamento entre a definigao 
de neutralidade segundo Hicks e outras, 
A definipao de neutralidade segundo 
Harrod requer que f = 0 e v = 0, onde v e 
a relapao capital-produto. Usando a equapao 
(7) e o fato de que fv'fj =T . 
ambos igualados a zero, da-se a condi- 
pao para a mudanpa tecnologica utili- 
zadora de capital, neutra e utilizadora de 
trabalho segundo Harrod, como a seguir: 
B + 
(i) 
R = 0 
utilizadora de ca- 
pital 
neutra 
utilizadora de tra- 
balho (11) 
Como pode ser visto, se a mudanpa 
tecnologica e a neutra segundo Hicks (B 
= 0), ela sera tambem a neutra segundo 
Harrod somente se a = /. Esse e o conhe- 
cido resultado consoante o qual, para a 
funpao de produpao Cobb—Douglas, as 
neutralidades segundo Hicks e Harrod 
coincidem. 
Urn mdice similar pode ser encontrado 
para a definipao de mudanpa tecnologica 
de Solow. A neutralidade requer w = O e 
y = 0, onde / e a relapao produto-traba- 
Iho. Usando a equapao (9) e ja que y = T 
+ TT/c k, obtemos as seguintes condipoes 
para o progresso tecnologico segundo So- 
low: 
4 i) k ^0 > 
utilizador de capital 
neutro 
utilizador de traba- 
lho, (12) 
as quais sao analogas as condipoes de Har- 
rod em (11)^5). 
(14) Ver apendice. 
(15) Com as fungdes de produgao definidas de 
forma geral como em (3), os conceitos de 
tipos de mudanga tecnoldgica de Solow e 
Harrod coincidem. De fato, eles sao a 
mesma coisa ao substituirmos L por K e 
w por r. Sao conceitos estritamente ana- 
logos. 
A Hipdtese Fator-Aumentativa 
Ate agora, temos trabalhado com uma 
forma geral de funpao de produpao. Para 
trabalho empi'rico e necessario uma supo- 
sipao mais especi'fica sobre o progresso 
tecnologico. Uma forma importante de 
progresso tecnologico e a hipotese fator- 
aumentativa^^. 
Sob essa suposipao, a funpao de produ- 
pao neocl^ssica geral(3) pode ser escrita 
como: / = F(K,L,t) = G(a(t) K, b(t) L) (13) 
Essa especificapao da funpao de produ- 
pao e uma especializapao de forma geral e, 
como tal, implica algumas restripoes bastan- 
te fortes. Burmeister et a! (1969) apre- 
sentam urn claro enunciado das condipoes 
necessarias e suficientes que devem estar 
presentes para a mudanpa tecnologica fa- 
tor-aumentativa, e discutem o significado 
das restripoes imph'citas de maneira bas- 
tante esclarecedora^^. 
A partir do lema que determina tais con- 
dipoes necessarias e suficientes eles derivam 
tres teoremas que afirmam: 
a) A mudanpa tecnologica e a neutra segun- 
do Harrod se, e somente se, existem 
funpoes a(tj e b(t) tais que F pode ser 
representada na forma fator-aumen- 
tativa com b(t) = 1. 
b) A mudanpa tecnologica e a neutra se- 
gundo Hicks se, e somente se, F pode 
ser representada na forma fator-aumen- 
tativa com b(t) =a(t). 
c) A mudanpa tecnologica e a neutra se- 
(16) Entre outros, BURMEISTER et al (1969, 
1970), UZAWA (1961) e BECKMAN et 
a! (1968) derivam condigoes para a fun- 
gao de produgao Y = F(K,L,t} admitir 
representagao na forma fator-aumentati- 
va. 
(17) Em seu trabalho de 1970, eles tamb6m 
apresentam um bom resumo sobre a im- 
portdncia e as implicagdes do progresso 
tecnolbgico fator-aumentativo em moder- 
nas teorias de crescimento. Ver tambem 
SATO (1970). 
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gundo Solow se, e somente se, F pode 
ser representada na forma fator-aumen- 
tativa com a(t) = 1. 
Supondo ser G homogenea linear, a 
fungao pode ser representada, na forma 
intensiva, por: 
O = Gj23 (t) K + G22b W L, (19) 
Y = G (a (t) K, b (t) L) = 
')■ 
= b (t) Lg (x) (14) 
onde x = rrrr 6 a relapao de fatores 
b\t) L 
expressa na forma fator-aumentativa. Em 
outras palavras, a relagao capital-trabalho 
e agora a razao entre capital e trabalho 
medidas, em ambas as magnitudes, em 
unidades de eficiencia, em oposipao as 
unidades naturais como feito previamente. 
O progress© tecnologico na forma fator- 
aumentativa e representado como se os 
fatores de produpao tivessem seus servipos 
"aumentados" pelas funcoes aft) e bft), 
embora seus servigos, medidos em unida- 
des naturais (digamos, homem/horas), te- 
nham permanecido inalteradosd^). Usando 
as expressoes 
FKFL C1C2 9' (9 ■ *9') 
 (15) a = FFi K GGJ2 *99 
(16) 
e as seguintes propriedades de funcoes ho- 
mogeneas lineares 
G =6/ a (t) K + G2 b ft) L, (17) 
0=G11 a (t) K+ G21 b ft) L e (18) 
(18) O aumento nas unidades de efici§ncia dos 
fatores de produp§b resultante de mudan- 
pa tecnoldgica fator-aumentativa n§o deve 
ser interpretado como significando melho- 
ras no capital ou trabalho tais como edu- 
capSb, novos modelos de equipamentos, 
resultados incorporados de P<SD e etc. O 
progress© tecnoldgico fator-aumentativo 6 
um tipo de progresso tecnoldgico desin- 
corporado. 
e possi'vel diferenciar (14) e derivar a taxa 
de progresso tecnico e o vies segundo Hi- 
cks sob a hipotese fator-aumentativa: 
7 = TT/^a + n^b (4a) 
(6a) 
A expressao (6a) define uma mudanga 
tecnologica neutra segundo Hicks se (a-b) 
= 0, uma mudanga tecnologica utilizadora 
de capital se (a -b) >0 ea>7 ousea</ 
e (a b) <0 e uma mudanga tecnologica uti- 
zadora de trabalho se o ]> / e (a - b) <0 ou 
o<1 e (a b) >0(19). 
Utilizando os resultados obtidos ate 
agora e assumindo mudangas tecnologicas 
fator-aumentativas, as expressoes (7), (8), 
(9) e (10) reduzem-se a: 
(j =(tt^ + + (n^a + n^b) (7a) 
- ~ x ~ 
71
 L [fa - b) + k\ 
r = a - itl — ~ a - — J (8a) 
w = b + 71K.A = b + —K [(£ - b) + k] 
0 0 (9a) 
$= (1 .1) x = (i .L) (a - h + k) (10a) 
A expressao (7a) mostra que a taxa de 
crescimento do produto pode ser decom- 
posta em duas partes: uma, devida a au- 
mentos nas quantidades de servigos de fa- 
tor medidas em unidades naturais, e outra 
devida a aumentos na "eficiencia" de tais 
servigos. Como anteriormente, a distingao 
e feita entre um movimento ao longo de 
uma fungao de produgao e um desloca- 
mento desta, isto e, progresso tecnologico 
propriamente dito. 
(19) Naturalmente, no caso Cobb-Douglas, 
(7 = 1, e a mudanga tecnoldgica e sempre 
neutra, segundo as definipoes de Hicks, 
Harrod ou Solow. 
198 Estudos Economicos, Sao Paulo, 16(2):187-203/ maio/ago. 1986 
Marcos C. C. Albuquerque 
0 crescimento das remunerapoes dos 
fatores (equagoes (8a) e (9a)) depende 
dos mdices incrementadores de fator (a(t} 
e b(t)), do aumento dos servipos de fato- 
res medido em unidades naturais e da 
elasticidade de substituipao dos fatores. 
Aqui sao possi'veis diferentes combinapoes 
de valores para essas variaveis, tornando 
difi'cil determinar regras gerais relacionan- 
do progresso tecnologico e crescimento 
das remunerapoes dos fatores. Como 
exemplo, suponhamos que o progresso 
tecnologico e o neutro segundo Hicks, isto 
e, a - b = 0, e suponhamos que no 
curto prazo as ofertas dos fatores sao fi- 
xas, isto e, k = 0. Entao r = w e s =0, 
como esperanamos da definicao de neu- 
tralidade de Hicks. Suponhamos agora que 
a >0 >0. Neste caso, se (J < /, a 
mudanpa tecnologica e a utilizadora de 
trabalho segundo Hicks, ja que B < 0. 
Como esperado, a taxa de salario aumen- 
taria e a taxa de participapao relativa dos 
fatores diminuiria, conduzindo a uma dis- 
tribuipao de renda mais favoravel para o 
trabalho. A taxa de retorno do capital, 
por outro lado, poderia aumentar, perma- 
necer a mesma ou diminuir, dependendo 
de ser ^ ^ 7r^. 
a - 6 > o 
Em qualquer dos casos, todavia, a par- 
ticipapao do trabalho na renda aumentaria 
com relacao a do capital. Levando em 
conta mudanpas em k, todos esses resulta- 
dos poderiam ser revertidos, mostrando 
que apenas a considerapao de valores espe- 
ci'ficos para todas as variaveis permitiria 
conclusoes sobre os efeitos da mudanpa 
tecnologica em uma economia dinamica e 
em crescimento. 
Finalmente, e possi'vel derivar mdices 
para os vieses de Harrod e Solow a partir 
das expressoes deduzidas ate agora. 
A mudanpa tecnologica neutra segundo 
Harrod requer uma relapao capital-produ- 
to constante (v = 0) e uma constante taxa 
de retorno do capital (f = Oj. Vimos como 
essas duas condipoes implicam S = 0, uma 
vez que elas nao sao todas independentes. 
Quaisquer das duas condipoes acima impli- 
cam que a terceira e igualmente satisfeita. 
Entao r = 0 implica que x = substi- 
tuindo na expressao (10a) temos. 
(o-l) ^ 
utilizadoradecapital (11a) 
neutra 
utilizadora de trabalho 
Analogamente, um mdice para o vies de 
Solow e dado por: 
utilizadorde capital 
neutro 
utilizador de traba- 
lho 
(i - o) IT b-% 0 K > 
Em ambos os casos, a mudanpa tecno- 
logica e neutra se a = 1. Se a /, o vies 
utilizador de fator dependera de ser o ^ 
/. Por exemplo, se a < /, uma mudanpa 
tecnologica neutra segundo Hicks a = 6 >0 
resulta em progresso utilizador de traba- 
lho segundo Harrod e utilizador de capital 
segundo Solow; se a > /, resulta em vie- 
ses utilizador de capital segundo Harrod e 
utilizador de trabalho segundo Solow. 
No apendice 1 sao apresentadas as ex- 
pressoes correspondentes para o caso de 
'n' fatores, as equacoes (7) a (10) e (7a) a 
(10a). 
Conclusoes 
Este artigo procurou apontar a comple- 
xidade de testar hipoteses sobre mudanpa 
tecnologica sem empiricamente estimar as 
funpoes de producao e/ou custo. A princi- 
pal dificuldade e distinguir mudanpa tec- 
nologica de substituicao de fatores. A 
equapao para Jn' fatores, dada no apendi- 
ce 1, analoga a equapao (10a), mostra 
que, embora participapoes e intensidades 
de fatores possam ser observadas empirica- 
mente, nao e possi'vel, a partir delas, de- 
terminar simultaneamente as diferenpas 
nas taxas de aumento de fatores e as 
elasticidades de substituipao. Essa impossi- 
bilidade estende-se as formulapoes mais 
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gerais do modelo tecnologico viesado de- 
senvolvidas neste trabalho. Obviamente, 
supor valores especi'ficos para as elastici- 
dades de substituipao de fator permitiria 
inferencias sobre vieses da mudanga tecno- 
logica. Mas uma determinagao completa 
de todos os parametros envolvidos no es- 
tudo da mudanga tecnologica viesada re- 
quereria o uso de poderosas formas funcio- 
nais que nao utilizam as excessivamente 
restritivas fungoes de produgao Cobb-Dou- 
glas ou Elasticidade de Substituigao Cons- 
tan te. 
Apendice 1 
TABELA DAS EXPRESSOES PARA P.r, W e S, SOB OS CASOS GERAL 
E FATOR-AUMENTATIVO, PARA 2 E PARA 'N' FATORES'*' 
Caso Geral Caso Fa tor-A umen ta tivo 
Y = F (K, L, t) Y =F (Xj, X2-...Xn. t) /= F (b(t) L, a ft) K, t) Y = F (a i (t) Xj, 32 (t) X2,.. . ,an ft) Xn, t) 
T + -n^ + TTi_L T + iMj Xj (7TKa + Tri_B) + 
+ (nKi< + ulO l.Uj (X, + a}; 
T + iti_ (B -~) 
 S ' 
+ Vj \^m + *1 a -£ [iS -Bi + S] 
T+TT/C 
' ~ i \^m + ^j/ F/ 
mY i 
F.t +• am +. ^ . omj ^a'' aP + *ii] 
+ S Jli. kij 
\ i * i 0mi 
b + (a ■ b) + k 
Bmj+ tmj 6+ -i) 
\. amm 0ijJ 
i ^ m 
i * j \ai' / 
(1[<a'- b) + k] . = J 
+
 2 —— \jSi -Sj) + kjf\ - SmJ S i ^ j omi L ' ' ,yJ 
* m 
i 
. 5 . ^ \lSi' Sm> + ^/m] 1 ¥ j 0// 
\ i # m 
■Nota: (*) Devido ao fato de que derivar tais expressoes envolve demonstragoes bastante longas e tediosas, 
elas foram omitidas do texto, mas estao dispom'veis mediante solicitagao ao autor. 
Apendice 2 
Para determinar as equagoes (7), (8)# 
(9) e (10) para o caso geral de dois fato- 
res, divide-se a equagao (4) por Fl, multi- 
P'ica-se a equagao (6) por I =^. Soman- 
do as duas equagoes obtem-se 
JL + KFKFKt * LFl FKt 
FL F FFL FK 
de onde segue-se que 
FKt 
Fk 
= T + tt^B 
LLL = T it k B 
fl k 
(20) 
(21) 
(22) 
onde TTj e a parcel a na renda total recebi- 
da pelo fator /. 
A seguir, diferenciando totalmente F/c 
=
 Fk(K, L, t), temos 
FK = FKt + FKKK + FKLL (23) 
e observando que, para fungoes homoge- 
neas lineares, a elasticidade de substitui- 
^ ^ - 
fKfL 
FFKL 6 que _ 
nalmente, que -KFkK= LFki_ segue-se que 
LFll = KFlk e, fi- 
FK = LK. = LKL IL k K
 FK FK o 
Substituindo (21) em (24) 
(24) 
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e FK T ~ / ?K—K=T+TrL (B-J 
e, por procedimento similar, 
(25) 
(26) 
Supondo mercados competitivos e 
comportamento maximizador de lucros, as 
equagoes (25) e (26) representam a taxa 
proporcional de mudanga da taxa de re- 
torno do capital (r) e da taxa de salaries 
(wj, respectivamente. Adicionalmente, de- 
finindo v como a relagao capital-produto 
e M como a taxa marginal de substituigao 
tecnica, segue-se que 
(v-1j = T TrLk, (27) 
(28) 
o que nos permite escrever as equagoes 
(25) e (26) da forma 
f = T - TTLM =(v-1) ttl (s~1) 
w = T + TTf^M = y + TT/c (s' 1) 
(29) 
(30) 
onde yea fungao de produgao (3) ex- 
pressa na forma intensiva, / = f(k,t) e y 
= 7" + ITk k, e S e a razao de renda 
relativa. 
A diferenciagao total de (3) produz 
F = Ft + FKK+ FlL (31) 
Substituindo a equagao (4) e as defini- 
goes de tt^- e k, obtem-se 
$ 
~ = /■ = 7" + uk+ L = T+ Tik K + 77L 
F (32) 
Finalmente, a diferenciagao logantmica 
total de TT/f produz 
t<k~I=K+k f (33) 
Substituindo as equagoes (25) e (32) 
em (33), temos 
% = irL\^ + <1 1) 
Analogamente, 
itL'-Tt^B+n n /j 
(34) 
(35) 
e utilizando as expressoes (2), (28), (29) e 
(30) 
^ = p + k = f -w + k=B+ (1 k (36) 
O 
A tabela do apendice 1 mostra as ex- 
pressoes equivalentes para os casos de 2 e 
'n' fatores, nos casos geral e fator-aumenta- 
tivo. 
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